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Erlauterungen und Hinweise

Das Land Nordrhein-Westfalen hat sich mit Runderlass vom Juni 2012" dazu ent-
schieden, im Zentralabitur ab 2017 graphikfahige Taschenrechner (GTR) und Com-
puteralgebrasysteme (CAS) zuzulassen, und erflullt damit die Forderung der Bil-
dungsstandards Mathematik? nach vermehrtem Einsatz zeitgemaRer technischer
Hilfsmittel. Dies entspricht auch der aktuellen fachdidaktischen Diskussion zur Forde-
rung konzeptionellen Wissens im Mathematikunterricht. Gleichzeitig wird der Wert
hilfsmittelfreier Aufgaben nicht zuletzt mit Blick auf den Ubergang von Schule zum
Studium herausgestellt. Im Sinne eines konstruktivistischen Verstandnisses sollen
Aufgaben, die ohne Hilfsmittel geldst werden, helfen, Mathematik mehr als Prozess
und weniger als Produkt oder starres Regelsystem zu verstehen.

GTR und CAS sind in der Lage, umfangreiche Rechnungen in kurzer Zeit zu bewalti-
gen. Damit ist es moglich, Aufgabenstellungen zu bearbeiten, die sonst nicht reali-
sierbar waren. Allerdings kann die Technologie auch zur Bearbeitung einfacher Ba-
sisaufgaben verwendet werden. Es besteht die Gefahr, dass Lernende notwendige
Basiskompetenzen nicht in ausreichender Weise auspragen.

Um dies zu vermeiden ist es notig, entsprechende kognitive Leistungen auch ohne
technische Unterstutzung zu erbringen. Dementsprechend wird es ab dem Jahr 2017
im Zentralabitur am Beruflichen Gymnasium im Fach Mathematik einen Aufgabenteil
geben, fur dessen Bearbeitung keine Hilfsmittel zugelassen sind.

Die Ausfuhrungen dieser Handreichung sind als Ergéanzung der jeweils gultigen Vor-
gaben fur die Abiturprifung im Hinblick auf den hilfsmittelfreien Prufungsteil (Aufga-
benteil A) zu verstehen.

Zur Bearbeitung des Aufgabenteils A sind lediglich Schreib- und Zeichenwerkzeuge
sowie ein Worterbuch der deutschen Rechtschreibung zuldssig. Andere Hilfsmittel,
insbesondere elektronische Gerate, Formelsammlungen oder Tabellen, sind nicht
zugelassen.

Der Aufgabenteil A besteht aus einer Aufgabe mit vier Teilaufgaben (Leistungskurs)
bzw. drei Teilaufgaben (Grundkurs). Jede Teilaufgabe wird mit der gleichen Punkt-
zahl bewertet. Der Aufgabenteil A umfasst 20 % der Gesamtpunktzahl (ohne Darstel-
lungsleistung). Die Bearbeitungszeit flr den Aufgabenteil A betragt maximal 50 Minu-
ten (Leistungskurs) bzw. maximal 35 Minuten (Grundkurs).

FUr den hilfsmittelfreien Aufgabenteil A gelten die inhaltlichen Schwerpunkte und die
Operatorenliste der jeweils gultigen Abiturvorgaben. Eine Zusammenstellung von

Gebrauch von graphikfahigen Taschenrechnern im Mathematikunterricht der gymnasialen Oberstufe und des
Beruflichen Gymnasiums, RdErl. d. Ministeriums fiir Schule und Weiterbildung vom 27.6.2012
Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir die Allgemeine Hochschulreife, Beschluss der Kultusministerkon-
ferenz vom 18.10.2012
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Teilaufgaben zu einem Aufgabenteil A wird die fur die Kursarten und Fachbereiche
festgelegten Gewichtungen der Anforderungsniveaus bericksichtigen. Die Teilauf-
gaben decken drei prufungsrelevante Sachgebiete ab. Im Leistungskurs sind zwei
der vier Teilaufgaben der Analysis zuzuordnen. Bei mindestens zwei Teilaufgaben
sind Anwendungsbeziige aus dem jeweiligen Fachbereich vorgesehen. Werden
technologiebedingt unterschiedliche Aufgabensatze gestellt, so ist der Aufgabenteil A
fur die Aufgabensatze dieses Fachbereichs identisch.

Zur Uberpriifung der notwendigen Basiskompetenzen kénnen Aufgaben formuliert
werden, bei denen die Priflinge z. B.:

e elementare Berechnungen durchfiihren,

e einfache Losungswege vor dem Hintergrund eines Anwendungszusammen-
hangs aufzeigen,

e graphische Darstellungen erstellen und interpretieren,

e zentrale mathematische Begriffe der jeweiligen Sachgebiete und Fachberei-
che in einem beruflich gepragten Kontext anwenden,

e mathematische Zusammenhange und mathematische Strukturen im jeweiligen
Aufgabenkontext erlautern und reflektieren,

e Losungen und Lésungswege beurteilen.

Die auf den folgenden Seiten dargestellten Beispielaufgaben sollen ein Spektrum
mdglicher Aufgabentypen aufzeigen und illustrieren, wie Aufgaben fur die Bereiche
Analysis, Lineare Algebra/Analytische Geometrie und Stochastik aussehen kdnnen,
die dem jeweiligen Fachlehrplan Mathematik entsprechen. Sie sollen den Lehrkraften
als Orientierung bei der Erstellung hilfsmittelfreier Aufgaben dienen und sind insofern
nicht als abschlielende Festlegung von Aufgabenstrukturen anzusehen.

Die Beispielaufgaben sind unabhangig von den inhaltlichen Schwerpunkten eines
bestimmten Abiturjahres erstellt worden. Die fur die zentrale schriftliche Abiturpru-
fung zu entwickelnden Abituraufgaben unterliegen hinsichtlich der jeweils verbindli-
chen Unterrichtsinhalte den Festlegungen in den jeweils gultigen Abiturvorgaben
(siehe Punkt 3 der jeweiligen Abiturvorgaben).
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Ministerium fir ’ Beispielaufgaben
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des Landes Nordrhein-Westfalen (Fachbereich Technik)

Beispielaufgaben fur den Weiteren Leistungskurs Mathematik
(Fachbereich Technik)

Analysis
Aufgabe 1 (Analysis)

Ein metallverarbeitender Betrieb fertigt Metallplatten nach kundenspezifischen Vorgaben.

Diese werden mittels eines Lasers aus rechteckigen Platten in beliebigen Abmessungen
ausgeschnitten.

Ein Kunde winscht eine Platte in der
Form der abgebildeten schraffierten Fla-
che.

-

- e W

—

[x

-

=

=

(=]

Pt

Die Kontur wird durch die Funktion f mit
fx)=—4-x3+18-x2—-21-x+9 be-
schrieben.

noom

Alle Angaben in dm.

-

o
“9

1.1 Begrunden Sie, dass das Mindestmal} der zu verwendenden Metallplatte 27 dm?
betragen muss.

2 Punkte
1.2 Ermitteln Sie den Anteil an Ausschuss, wenn die Kontur aus dieser Platte geschnit-
ten wird.
4 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):
Der Priifling ... Punkte
1.1 ... begriindet, dass das MindestmaB 27 dm? betragen muss. 2(l)

Breite = x-Koordinate der Nullstelle, hier 3 dm
Hohe = Lage des Schnittpunktes mit der y-Achse, hier 9 dm

Dabei ist zu bertcksichtigen, dass das Maximum des Funktionsgraphen erkennbar eine
y-Koordinate kleiner als 8 hat.

Die Mindestflache ergibt sich dannaus A =9 -3 =27 dm?
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... ermittelt den Anteil an Ausschuss liber die Berechnung des Flachenanteils unter

1.2 dem Funktionsgraphen ... 4 (I)

Es ist der Flachenanteil unter dem Funktionsgraphen an einer Platte mit den Abmessun-
gen 3 -9 = 27 dm? zu berechnen. Die gegebenen Achsenschnittpunkte liefern die Integra-
tionsgrenzen.

Das Integral:
3
ff(x)dx
0

liefert:

3

3 3
21
ff(x)dxzf(—él- x3+18-x2—21-x+9)dx=[—x4+6-x3—7-x2+9-x
0
0 0

Berechnung:
3
21
ff(x)dx=—34+6‘33—7-32+9-3—0
0
21
=—81+6-27—7-9+27
189
=_81+162_T+27
=108 —94,5 =135

Der Anteil an der Gesamitflache ergibt sich dann zu:

135 1
27 2
Es wird die Halfte einer Platte von 27 dm? bendtigt.

Ausdriicklich nicht gefordert sind produktionstechnische Uberlegungen, ob der ,Ver-
schnitt” symmetrisch zur gewtinschten Flache liegt. Hierzu waren weitergehende Berech-
nungen, wie z. B. Berechnung des Hoch- und Tiefpunktes oder Berechnung der Lage des
Wendepunktes erforderlich. Es zeigt sich dann, dass die ausgeschnittene Flache sym-
metrisch zur Verschnitt-Flache liegt. Insofern ist eine Antwort ,Kein Verschnitt”, Anteil
Ausschuss=0, bei den entsprechenden Begriindungen auch als richtig anzusehen.
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Aufgabe 2 (Analysis)

Ein Fahrzeug bewegt sich auf einer geradlinigen Bahn gemal der Funktion s. Nachfol-
gend ist der Graph der Funktion s gegeben, die jedem Zeitpunkt t die Position s(t) zuord-
net, an der sich das Fahrzeug befindet. (t in Zeiteinheiten, s(t) in Wegeinheiten).

stt) A

4L

2.1 Skizzieren Sie in dem Koordinatensystem den Graphen der ersten Ableitungsfunkti-
on.

4 Punkte

2.2 Erlautern Sie die Bedeutung der Ableitung in diesem Sachzusammenhang.

2 Punkte
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Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):

Der Priifling ... Punkte
21 ... skizziert den Graph der ersten Ableitung. 4 (1)
Lésung:

&
Die Lésungszeichnung sollte beinhalten:
- Lage der Nullstellen bei den Extremstellen von s
- Richtige Vorzeichenbereiche der ersten Ableitung

- Lage der Extremstellen von s‘ in der Nahe der erkennbaren Wendestellen von s

2.2 ... erlautert die Bedeutung der Ableitung. 2 (I

Die Ableitung gibt die Anderungsrate der Funktion s an. s beinhaltet die Position des
Fahrzeugs zu jedem Zeitpunkt. Damit gibt die Ableitung als Grenzwert des Differenzen-
quotienten die Geschwindigkeit des Fahrzeugs in Wegeinheiten je Zeiteinheit an.
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Aufgabe 3 (Analysis)

Ein Aufzug bewegt sich nach der Weg-Zeit-Funktion h mit

h(t) =

1

- t3—-3-t>2+36, t €[0;6]

t gibt die Zeit in Sekunden an, h(t) die Hohe in Meter.

Die erste Ableitung h'(t) der Weg-Zeit-Funktion gibt die Geschwindigkeit des Aufzugs an.

3.1

3.2

Bestatigen Sie, dass die Geschwindigkeit des Aufzugs zu den Zeitpunkten t; = 0
und t, = 6 Null ist.

2 Punkte

Bestimmen Sie den Zeitpunkt t; € [0; 6] , in dem die Geschwindigkeit extremal wird
und

geben Sie den Wert der extremalen Geschwindigkeit und die Fahrtrichtung des Auf-
zugs zu diesem Zeitpunkt an.

4 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):
Der Prifling ... Punkte
31 ... bestatigt, dass die Geschwindigkeit Null ist. 2(l)
Erste Ableitung der Funktion h liefert h'(t) = t2 — 6 - t:
Einsetzen der Stellen t; und t, liefert:
h'(0) =02—-6-0=0sowieh'(6) =62—6-6=0.
Alternativ werden die beiden Nullstellen der (quadratischen) ersten Ableitung berechnet.
32 ... bestimmt den Zeitpunkt als Nullstelle der zweiten Ableitung ... 2 (I
| ... und gibt den Wert der Geschwindigkeit und die Fahrtrichtung ... an. 2(l)

Zweite Ableitung der Funktion h liefert k"' (t) =2-t—6

Bestimmung der Nullstelle von h" liefert t; = 3

Uberprifung einer hinreichenden Bedingung, z. B. hier der dritten Ableitung:
R"(3)=2>0

zeigt, dass es sich um ein Minimum der Geschwindigkeit handelt.

Die Nullstellen der ersten Ableitung liegen am Rand, daher keine weitergehende Randbe-
trachtung erforderlich.

Berechnung der Geschwindigkeit im Zeitpunkt t; = 3: h'(3) =32 — 6 -3 = —9 (m/s),

d. h. der Aufzug fahrt mit (betragsmafig) maximaler Geschwindigkeit abwarts.
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Aufgabe 4 (Analysis)

Uber ein 200 m breites Tal soll eine parabelférmige Bogenbriicke gespannt werden. Die
Auflagepunkte der Bricke sollen in den Punkten A(0]0) und B(200|0) liegen.

Aus statischen Grunden soll der Scheitelpunkt der Bricke 50 m Uber den Auflagepunkten
liegen.

4.1 Geben Sie die Offnungsrichtung der Parabel an.
1 Punkt

4.2 Leiten Sie die Funktionsvorschrift der quadratischen Funktion her, die den Bricken-
bogen beschreibt.

5 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):
Der Priifling ... Punkte
41 ... gibt die Offnungsrichtung der Parabel an. 1(1)
Der Scheitelpunkt liegt Giber den Auflagepunkten, also Offnungsrichtung nach unten.
4.2 ... leitet die Funktionsvorschrift her. 5 (1)

Je nach gewahltem Ansatz der Priiflinge sind verschiedene Lésungswege moglich:
Ansatz der Scheitelpunktform:

Die Punkte A und B liegen auf gleicher Hohe, also muss der Scheitelpunkt horizontal
genau dazwischen liegen, d. h. x; = 100.

Aus den Angaben ist zu entnehmen: y, = 50.

Ansatz der Scheitelform: p(x) = a - (x — 100)? + 50.

Einsetzen eines der Punkte A oder B liefert eine Bestimmungsgleichung fur a
Hier z. B. 0 = a - (200 — 100)? + 50

oa=-2 1 _ 005
4= 77002 "200

p(x) = —0,005 - (x — 100)2 + 50

Ansatz der Linearfaktorform:
Gegeben sind zwei Nullstellen, daher bietet sich der Ansatz an:

p(x)=a-(x—0)-(x—200)=a-x-(x—200)
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Einsetzen des Scheitelpunkts bei Argumentation wie oben:
50 =a-100- (100 — 200)

50

~T002 - “200  00°

e a=

und Angabe:

p(x) = —0,005 - x - (x — 200)
Ansatz der allgemeinen Form:

px)=a-x*+b-x+c

liefert unter Verwendung der gegebenen Punkte
A0=a-024+b-0+c
B:0=a-2002+b-200+c
S:50=a-1002+b-100+¢
Das Gleichungssystem:

c=0
40000-a+200-b+c=0
10000-a+100-b+c =50
Einsetzen der Gleichung | in Il und Il sowie die Operation II — 2 - I1I liefert die Bestim-
mungsgleichung fir a:

40000 -a —20000-a+0-b=-2-50

< 20000 -a =-100
100 1

20000 200

Einsetzen z. B. in Gleichung Il liefert:

Sa=-— —0,005

1
4 (=—)4+200-b =
0000 - ( 200)+ 00-b=0
< 200:h=200b=1

Angabe der Funktionsvorschrift:

1
= .2
p(x) = 200 x“+x
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Analytische Geometrie
Aufgabe 5 (Analytische Geometrie)
Im Kontrollzentrum eines Flughafens werden die Bahnen zweier gleichzeitig startender
Flugzeuge durch Geraden modelliert.
Flugzeug 1 bewegt sich auf der Geraden g, mit
100 1

gi:X = (200) +t- (200) mit t € R=?,

2 10
Flugzeug 2 bewegt sich auf der Geraden g, mit

250 -2
go: X =[200)+¢t-(200 | mitt e RO,

2 15
Alle Angaben in Meter, t in Sekunden.

5.1 Bestatigen Sie, dass sich die x,-Koordinaten der beiden Flugzeuge zunachst einan-
der annahern.

2 Punkte
5.2 Erlautern Sie, welches Flugzeug schneller an Hohe gewinnt, und
entscheiden Sie, ob es zu einer Kollision der Flugzeuge kommen kann.
4 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBSs):
Der Priifling ... Punkte
5.1 ... bestitigt, dass sich die x;-Koordinaten ... annahern. 2(l)
Zum Zeitpunkt t = 0 betragt der Unterschied der x;,-Koordinaten 150 m.
Je Sekunde verringert sich die x4-Koordinate des Flugzeugs 2 um 2 (m) und die x;-
Koordinate des Flugzeugs 1 vergrof3ert sich um 1 (m), d. h. nach 50 Sekunden besitzen
beide Flugzeuge die gleiche x;-Koordinate.
52 ... erlautert, welches Flugzeug schneller an Héhe gewinnt. 2(l)
| ... entscheidet, ob es zu einer Kollision ... kommen kann. 2 (I
Je Zeiteinheit gewinnt Flugzeug 1 10 m an Hoéhe (in x3-Richtung), wahrend Flugzeug 2
mit Steiggeschwindigkeit von 15 m je Sekunde steigt. Flugzeug 2 steigt also schneller.
Beide Flugzeuge starten in x,-Richtung nebeneinander, bei t = 0 besitzen sie dieselbe x,-
Koordinate, und auf der gleichen Hohe, die x3-Koordinate ist ebenfalls identisch. Da Flug-
zeug 2 schneller steigt, kann es somit nicht mehr zur Kollision kommen.
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Aufgabe 6 (Analytische Geometrie)

In einem Garten ist ein viereckiges Sonnensegel zur Beschattung einer Terrasse ge-
spannt. Die Eckpunkte des Segels sind A(10|1|2), B(10]9|2), €(6]|9|5) und D(6|1|5). Die
Oberflache der Terrasse liegt in der x;-x,-Ebene.

6.1 Bestatigen Sie, dass das Segel rechteckig ist und
berechnen Sie die Flache des Sonnensegels.

3 Punkte
-1
6.2 Die Sonneneinstrahlung erfolgt in Richtung des Vektors 75 = < 1 )
-1
Prifen Sie, ob der Punkt P(8|5]|0) im Schatten liegt.
3 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBSs):
Der Priifling ... Punkte
6.1 ... bestitigt die Eigenschaften eines Rechtecks. 2 ()
| ... berechnet die Flache des Rechtecks. 1()

Aus der Lage der Eckpunkte ergeben sich die Kantenvektoren:

_ . /10—10\ /O0\ _ [6-10\ /-4
AB=< 9-1 )=<8>,BC=<9—9>=<0)
2-2 0 5-2 3
. [6-6 0\ _ [6-10\ /-4
CD=<1—9>=<—8>,AD=<1—1>=<0)
5-5 0 5-2 3

Damit ist offensichtlich AB = —CD und BC = AD , d. h. das Viereck ist ein Parallelo-

gramm.

Berechnung eines Winkels Uber das Skalarprodukt liefert:

o 0 —4
AB * AD =<8>*(0>=0
0 3

d. h. der Winkel am Punkt A ist ein rechter Winkel, damit ist das Viereck ein Rechteck.

Far die Seitenlangen des Rechtecks ergibt sich:

|AB| = 8 und |AD| = \/(=4)? + 32 = V25 = 5, d. h. die Flache des Sonnensegels betragt
40 m2.
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6.2 ... pruft, ob der Punkt ... im Schatten liegt. 3 (1)

Die Gerade durch den Punkt P mit Richtungsvektor —75 schneidet die Ebene in der das
Sonnensegel liegt:

Festlegung der Ebene in Koordinatenform:

L 0 —4 8:-3—-0 24
ABxADz(B)x(O)z( 0-0 >=<0>
0 3 0-(—4)-8 32

Wahl als Normalenvektor der Ebene:
3
nESegel =10
4

3 10
MEgoger * 04 = (2) * ( ; ) = 30 + 8 = 38 liefert die Koordinatengleichung:

Verwendung des Punktes A

Esegel: 3 *Xq +4-'X3 =38

Der Verlauf eines Sonnenstrahls zum Punkt P folgt der Gerade

. 8 -1 8 1
g:5c’=0P+u-(—ﬁ)=<5>—u-<1>=<5>+u'<—1>, ueR
0 -1 0 1

Ermittlung des Schnittpunkts von g mit der Sonnensegelebene durch Einsetzen in die
Koordinatengleichung:

3-8+u)+4-u=38
o7 u=1l4deou=2

Der Schnittpunkt mit der Segelebene liegt dann im Punkt:

. 8 1 10
05=<5>+2~<—1>=<3>
0 1 2
Der Vergleich der Koordinaten mit denjenigen der Punkte A bis D zeigt, dass dieser Punkt

auf der Kante AB liegt, d. h. der Punkt P liegt soeben noch im Schatten.

Alternativ ist die Projektion des Sonnensegels auf die x4-x,-Ebene zu berechnen und zu
prifen, ob der Punkt P in diesem Viereck liegt.
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Lineare Algebra

Aufgabe 7 (Lineare Algebra)

Zur Umrechnung von 2D-Bildschirmkoordinaten X aus einem Koordinatensystem in ein
anderes wird die Abbildung:

mit einer Matrix

verwendet.

7.1 Leiten Sie die Matrix der Umkehrabbildung her.

2 Punkte
7.2 Geben Sie eine 2x2-Matrix an, die nicht invertierbar ist und
begrinden Sie lhre Wahl.
4 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBSs):
Der Priifling ... Punkte
71 ... leitet die Matrix der Umkehrabbildung her. 2 ()

Ein mdglicher Weg zur Inversen Matrix:

Damit:
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... gibt eine 2x2-Matrix an.

7.2 ... begriindet die Wakhl.

2 (Il
2 ()

Der Prifling gibt eine beliebige nicht invertierbare Matrix an.

Mégliche Losung:

oder

und begrindet seine Wahl mit z. B.

- der Anzahl linear unabhangiger Zeilen
- dem Bild der Basisvektoren

- dem Urbild des Nullvektors

oder ahnlich.
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Aufgabe 8 (Lineare Algebra)
Ein PC-Hersteller bietet Gamer- und Office-PC an. In beide werden Speicherbausteine
und Erweiterungskarten von Fremdherstellern eingebaut.

Far einen Office-PC werden zwei Speicherbausteine, fur einen Gamer-PC hingegen vier
Speicherbausteine verwendet. In jedes Gerat wird eine Erweiterungskarte eingebaut.

8.1 Berechnen Sie die Anzahl an Speicherbausteinen und Erweiterungskarten, welche
fur eine Monatsproduktion an 200 Gamer-PC und 150 Office-PC bestellt werden
mussen.

2 Punkte

8.2 Am Lager des Herstellers befinden sich 640 Speicherbausteine und 200 Erweite-
rungskarten. Die Lagervorrate sollen komplett verbraucht werden.

Stellen Sie das Gleichungssystem zur Berechnung der Produktionsmengen auf und
ermitteln Sie die damit moglichen Produktionsmengen.

4 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):
Der Prifling ... Punkte
8.1 ... berechnet die Anzahl an ... 2()
b,: Anzahl der bendtigten Speicherbausteine
b,: Anzahl der bendtigten Erweiterungskarten
by =4-200+2-150 =1100
b, =1-200+1-150 =350
Es werden 1100 Speicherbausteine und 350 Erweiterungskarten bendétigt.
8.2 ... stellt das Gleichungssystem ... auf. 2(l)
| ... ermittelt die ... Produktionsmengen. 2(In

Mit den Bezeichnungen:

b,: Anzahl der vorhandenen Speicherbausteine
b,: Anzahl der vorhandenen Erweiterungskarten
x,: Anzahl der zu produzierenden Gamer-PC
x,: Anzahl der zu produzierenden Office-PC
Ergibt sich das Gleichungssystem:

b1=4‘x1+2‘x2
b2=1'x1+1'x2
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bzw. in Matrizenform:
(4 2\
b= (1 1) - X
Darstellung in erweiterter Matrizenform:

(i 7h00)

Mittels Zeilenumformungen ergibt sich:

(i ¥l00)

(i ¥loo)

o 1l50)

Die Lagervorrate kdnnen mit einer Produktion von 120 Gamer-PC und 80 Office-PC kom-
plett aufgebraucht werden.
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Stochastik

Aufgabe 9 (Stochastik)

Ein Unternehmen stellt Speicherbausteine auf zwei Produktionsanlagen ,A“ und ,B“ und in
zwei Qualitatsstufen ,Q¢“ und ,Q," her. Die Produktion erfolgt auf beiden Anlagen zu glei-
chen Teilen. Die Bausteine von Anlage ,A“ gentugen mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,6
den Anforderungen an die héhere Qualitat ,Q“; hingegen erreichen die Bausteine von
Anlage ,B" diese Qualitatsstufe nur mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,4.

9.1 Stellen Sie den gegebenen Sachverhalt in einer Vierfeldertafel dar.

3 Punkte
9.2 Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeiten,
- dass ein zufallig ausgewahlter Baustein Stufe Q erreicht und
- dass ein Baustein der Stufe Q, von Anlage B stammt.
3 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):
Der Priifling ... Punkte
9.1 ... stellt die Daten in einer Vierfeldertafel dar. 3()

Entweder ist ein Baustein von Anlage A oder von Anlage B, entweder erflillt er die Quali-
tatsstufe Q1 oder die Qualitatsstufe Q2:
Damit ergibt sich aus diesen beiden Merkmalen die Tabellenstruktur:

A B

Q1
Q2

1

Die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten in den Zellen erfolgt mit dem Satz von Bayes
am Beispiel von P(A N Q).

P(ANQ,)
Py(Q) =—F%7m— © P(ANQy) = P(A) - Pa(Qy)
P(4)
Damit hier: P, (Q;)=05-06=0,3
Es ergibt sich die Vierfeldertafel:
A B
Q1 0,3 0,2 0,5
Q2 0,2 0,3 0,5
0,5 0,5 1
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9.2 ... ermittelt die beiden Wahrscheinlichkeiten. 2 ()

Mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit ergibt sich:
P(Q2) = P(A) - Po(Q2) + P(B) - Pp(Q2)
=P(A4) - (1 = P4(Q) + P(B) - (1 — P(Q1))
=05-(1—-06)+05-(1—-04)=05-04+05-06=0,5
Gesucht ist die bedingte Wahrscheinlichkeit:
Po,(B)
Mit der Formel von Bayes ergibt sich:
P(B N Q,) _ P(B)—P(BNQ,) _ P(B) — P(B) - P5(Q,) _ 0,5—-05-04 — 06
P(Q2) P(Q2) P(Q2) 0,5 '

Alternativ kdnnen die gesuchten Wahrscheinlichkeiten aus der Vierfeldertafel oder einem
Baumdiagramm entnommen werden.

PQZ(B) =
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Aufgabe 10 (Stochastik)

Ein Waschmittelhersteller fullt u. a. das Produkt ,WaschRein® in Packungen zu 3 kg Inhalt
ab. Diese Abfullmasse wird nach seinen Angaben mit einer Sicherheitswahrscheinlichkeit
von mindestens p = 0,95 erreicht. Ein Kunde bezweifelt diese Angabe.

10.1 Formulieren Sie die beiden mdglichen Standpunkte und daraus abzuleitende zu tes-
tende Hypothesen flur die Beteiligten.

4 Punkte

10.2 Betrachtet wird die Zufallsgréfie
X: Anzahl der Packungen mit mindestens 3 kg Inhalt unter n untersuchten Packun-

gen.
Erlautern Sie die Bedeutung von Werten der ZufallsgroRe nahe dem Erwartungs-
wert.
2 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBSs):
Der Priifling ... Punkte
10.1 ... formuliert die beiden moéglichen Standpunkte und Hypothesen. 4 (I

Der Waschmittelhersteller sagt eine Mindest-Abfllimenge mit einer Sicherheitswahr-
scheinlichkeit p = 0,95 zu. Sein Standpunkt (H) ist also: p = p, = 0,95 . Er wird die Hypo-
these (Hp): p < p, testen, denn nur wenn diese verworfen werden kann, kann er Argu-
mente flr seinen Standpunkt ableiten.

Die Kunden des Waschmittelherstellers sind kritisch, sie befiirchten, dass zu wenig Inhalt
in den Packungen sein kénnte. Deren Standpunkt (H,) ist also: p < p, = 0,95 . Sie wer-
den die Hypothese (Ho): p = p, testen, denn nur wenn diese verworfen werden kann,
kénnen sie Argumente flur ihren Standpunkt ableiten.

10.2 ... erlautert die Bedeutung von Werten der ZufallsgroRe ... 2 ()

Je nach Standpunkt werden unterschiedliche Positionen eingenommen und damit unter-
schiedliche Hypothesen getestet. In jedem Fall sind aber signifikante Abweichungen vom
Erwartungswert interessant.

Werte der ZufallsgroRe nahe dem Erwartungswert werden also bei genigend hohem
Stichprobenumfang in jedem Fall im Annahmebereich (beider) Hypothesen liegen.

Damit kann die Hypothese nicht verworfen werden; es liegen keine aussagekraftigen
Ergebnisse vor.
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Aufgabe 11 (Stochastik)

Ein Hersteller elektrotechnischer Bauteile produziert u. a. elektrische Widerstande. Am
Ende einer Fertigungslinie wird automatisiert untersucht, ob die farbliche Kodierung des
Widerstandswerts angebracht wurde und ob die Lange der Beinchen ausreichend ist.

Eine automatisierte Qualitatskontrolle einer Produktion von 100 000 Widerstanden der
Grolke 33 kQ lieferte bei 20 Stlck einen fehlerhaften Farbcode, bei 15 dieser Widerstande
waren ebenfalls fehlerhafte Beinchenlangen zu beobachten. 99 000 Widerstande wiesen
passende Beinchenlangen auf.

11.1 Formulieren Sie Ereignisse zur Beschreibung dieses Sachverhalts und
stellen Sie die Versuchsergebnisse in einer Vierfeldertafel dar.

4 Punkte

11.2 Berechnen Sie die Anzahl der Widerstande, die keinen der beiden Produktionsman-
gel aufweisen.

2 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):
Der Priifling ... Punkte
111 ... formuliert Ereignisse. 2(l)
) ... stellt diese dar. 2(n)
Es bezeichnen die Ereignisse:
F bzw. F: Farbcode des Widerstands ist 0.k. bzw. nicht o.k.
B bzw. B: Beinchenladnge des Widerstands ist 0.k. bzw. nicht o.k.
Darstellung in der Vierfeldertafel:
F F
B 98 995 5 99 000
B 985 15 1000
99 980 20 100 000
(gegebene Daten fett dargestellt).
11.2 ... berechnet die Anzahl der Widerstande. 2(In
Anzahl Widerstadnde mit fehlerhaftem Farbcode 20
davon Widerstande mit falschem Farbcode und falscher Beinchenlange: 15
d. h. Farbcode falsch und Beinchenlange passend: 5
Gesamtanzahl der Widerstande mit passender Beinchenlange: 99 000
D. h. es mussten 98 995 Widerstande passende Beinchenlange und korrekten Farbcode
aufweisen.
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Beispielaufgaben fur den Weiteren Leistungskurs Mathematik
(Fachbereich Informatik)

Diese Beispielaufgaben beinhalten auch zwei Teilaufgaben zur Zahlentheorie, entsprechend dem
Lehrplan zum weiteren Leistungskurs Mathematik im Fachbereich Informatik und den zugehérigen
Abiturvorgaben.

Analysis
Aufgabe 1 (Analysis)

In einem Netzwerk wird die Datenubertragungsrate durch eine ganzrationale Funktion f
mit f(t) = —t3 + 24 - t? beschrieben. Dabei gilt 0 < t < 24. Es gibt t die Zeit in Stunden
und f(t) die Datenlbertragungsrate in 1000 Mbit/h an.

1.1 Berechnen Sie die Zeitpunkte, zu denen keine Daten Ubertragen werden.
2 Punkte

1.2 Bestimmen Sie den Zeitpunkt t, an dem die DatenlUbertragungsrate maximal wird.

Hinweis: Gehen Sie davon aus, dass die lokalen Maximalstellen auch die absoluten
Maximalstellen sind.

4 Punkte

Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBSs):

Der Priifling ... Punkte
1.1 ... berechnet die Zeitpunkte, zu denen keine Daten ilibertragen werden.

f=0e —-t3+24-t?=0t?- (—t+24)=0t=0Vvt=24 2 (1)

Nur zu Beginn und am Ende des Zeitraums ist die Ubertragungsrate Null.
1.2 ... bestimmt den Zeitpunkt, an dem die Dateniibertragungsrate maximal wird.

F ()= -3-t2+48-tundf (t) = —6- t+48. 4 (1)

f() =0 -3 -t?448-t=0=t-(-3-t+48)=0< t;=0Vvt, =16
t = 0 ist eine Randstelle. Daher muss nur die Stelle t = 16 untersucht werden.

(f(16) =0Af (16) = —48 < 0) = t = 16 ist lokale und damit auch eine absolute
Maximalstelle.

Nach 16 Stunden ist die Datenlbertragungsrate maximal.
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Aufgabe 2 (Analysis)

Bei einem graphischen Bildschirmschoner bewegt sich ein kleiner Ball auf unterschiedli-
chen Bahnen auf dem Bildschirm. Dieser kleine Ball wird im Folgenden als Punkt betrach-
tet.

Diese Bewegungsbahnen werden in einem geeigneten Koordinatensystem modelliert.

2.1 Eine ganzrationale Funktion f vierten Grades beschreibt eine dieser Bahnen.
Der Graph von f ist achsensymmetrisch zur y-Achse, hat im Punkt P(2]|0) die Stei-
gung 8 und an der Stelle x,, = 1 befindet sich eine Wendestelle.

Leiten Sie das lineare Gleichungssystem zur Bestimmung der Koeffizienten des
Funktionsterms von f her.

4 Punkte

2.2 Eine andere Bewegungsbahn wird durch den Graphen der Funktion g mit
g(x)=2-x3-3-x%—4-x, x € Rbeschrieben.
Bestatigen Sie, dass die Tangenten an die Graphen von g und f an der Stelle
xp = 2 parallel verlaufen. (f'(2) = 8 darf verwendet werden)

2 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):

Der Priifling ... Punkte

21 ... leitet das lineare Gleichungssystem her. 4 (Il

f@=a-x*+b-x>*+c-x>+d-x+e
fF)=4-a-x*+3-b-x2+2-c-x+d
f(x)=12-a-x*+6-b-x+2-c

Der Graph ist achsensymmetrisch zur y-Achse = b =0Ad =0
PRI0)eG() = f(2)=0 =16-a+4-c + e = 0.
f(2)=8=>4-a-2°+2-c-2=8=32-a+4-c=8
x=1Wendestelle = f (1) =0=>12-a+2-c=0

Damit ergibt sich das Gleichungssystem:

16-a+4-c+e=0
32-a+4-c=28 und b=0Ad =0
12-a+2-c=0

2.2 ... bestitigt, dass die Tangenten an die Graphen von g und f an der Stelle ... 2(N

g(x)=6-x>—6-x—4
9’(2)=6.22_6.2_4=24_12_4=8=f,(2)

D. h. die Tangenten an die Graphen von f und g verlaufen an der Stelle x, = 2 parallel.
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Aufgabe 3 (Analysis)

Bei einem graphischen Bildschirmschoner bewegt sich ein kleiner Ball auf unterschiedli-
chen Bahnen auf dem Bildschirm. Dieser kleine Ball wird im Folgenden als Punkt betrach-
tet.

Eine dieser Bewegungsbahnen wird durch f(x)
den Graphen der ganzrationalen Funktion f

mitf(x) =a -x3>+b-x>+c-x+ d

und a, b, ¢, d € R beschrieben.

Der zum Ursprung punktsymmetrische Graph X
von f ist nebenstehend abgebildet.

3.1 Bestatigen Sie, dass hier b = 0 und d = 0 gelten muss.

2 Punkte
3.2 Begrinden Sie, dass in diesem Fall a > 0 gelten muss.

2 Punkte
3.3 Der Graph weist zwei lokale Extremstellen auf.

Leiten Sie daraus das Vorzeichen von c her.

2 Punkte

Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):
Der Priifling ... Punkte

31 ... bestétigt, dass b=0und d=0... 2(l)

Bei dem gewahlten Ansatz einer ganzrationalen Funktion 3. Grades:
fX)=a-x3+b-x>+c-x+d

ergibt sich aus der Punktsymmetrie zum Ursprung, dass die Terme mit geraden Exponen-
ten entfallen,d. h. b =0Ad = 0.
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3.2 ... begriindet, dass in diesem Falla>0 ...

2 (1)

phen von fbzw. aus:

f(x) = oo firx - oo und f (x) > —o0 firx - — o0
ergibt sich dann: a > 0.

fist eine ganzrationale Funktion mit ungeradem Grad. Aus dem Globalverlauf des Gra-

33 ... leitet das Vorzeichen von c her.

2 ()

f'(x)=3a-x*+2b-x+c
Notwendige Bedingung fiir lokale Extremstellen:
flx)=0
liefert die quadratische Gleichung
0=3a-x2+2b-x+c

Daa # 0 und b =0 existieren genau dann zwei Losungen, wenn

0=x%+—
3a

Wegen a > 0 folgt: ¢ < 0 .
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Aufgabe 4 (Analysis)

Die Ausbreitung eines Computervirus lasst sich in Abhangigkeit von der Zeit t

(t in Monaten) durch eine Funktion f mit f(t) = 100 - t - e~ %1t erfassen.

Dabei gibt f(t) die Anzahl derjenigen PCs (in 1000) an, die sich zum Zeitpunkt t neu infi-
Zieren.

4.1 Beweisen Sie, dass die Funktion F mit
F(t) = (—1000 -t — 10 000) - =1t

eine Stammfunktion von f ist.

4 Punkte
4.2 Esqilt:
24
1 f f(t)dt = 295,155
24 — 12 e
12
Interpretieren Sie dieses Ergebnis im Sachzusammenhang.
2 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):
Der Priifling ... Punkte
41 ... beweist, dass die Funktion F mit .... 4 (1)
. N 1 L.
F(t) = (=1000) - e"10° + (=1000- t — 10 000) - (—1—0)-e 0=
1 1
= (—1000 + 100 - t + 1000)-e 10 ‘= 100 - t- e~ T0°
4.2 ... interpretiert dieses Ergebnis im Sachzusammenhang. 2 (I
Im zweiten Jahr werden durchschnittlich pro Monat ca. 295 155 PCs neu infiziert.
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Stochastik

Aufgabe 5 (Stochastik)

Ein Unternehmen produziert USB-Sticks in den Abteilungen A;, A, und A,.

50 % der Gesamtproduktion stammen aus der Abteilung A; und jeweils 25 % aus den Ab-
teilungen A, und A;.

Der Anteil der fehlerhaft produzierten USB-Sticks ist der folgenden Tabelle zu entnehmen:

Abteilung Ay A, Az
Anteil der defekten o 0 0
Sticks 1% 2% 4%

In den beiden Teilaufgaben sollen alle genannten Anteile als Wahrscheinlichkeiten ver-
wendet werden.

5.1 Geben Sie die Wahrscheinlichkeit an, dass ein USB-Stick in Abteilung A; produziert
wird und nicht defekt ist.

2 Punkte

5.2 Ein USB-Stick ist defekt.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass dieser USB-Stick in Abteilung A; produ-
Ziert worden ist.

4 Punkte

Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBSs):

Der Priifling ... Punkte

... gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass ein USB-Stick in Abteilung A; produziert

51 wird und nicht defekt ist.

2(1)

E: Ein USB-Stick wurde in Abteilung A; produziert und ist nicht defekt.

1 96 24 6
PE) =3 106 =100 — 25
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5.2 . .
ziert worden ist.

... berechnet die Wahrscheinlichkeit, dass dieser USB-Stick in Abteilung A; produ-

4 (1)

E: Ein defekter USB-Stick wurde in Abteilung 4; produziert.
D: Ein Stick aus der Gesamtproduktion ist defekt.
F: Ein Stick wurde in Abteilung A; produziert.

Zu bestimmen ist:

P(DNF)
P(E) = Pp(F) = BOR
2 100 4 100 4 100 200 200 200 50
1
1 4 1. P(DNF)  Tog 1
P(D”F)=;'E=m9”tipn(1:)= W:% E
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Aufgabe 6 (Stochastik)

6.1 Ein Unternehmen produziert Speicherkarten in grof3er Stickzahl.

Aus langjahriger Erfahrung ist bekannt, dass durchschnittlich 2 % aller Speicher-
karten defekt sind.

Erlautern Sie in diesem Zusammenhang die beiden folgenden Terme einschlief3lich
der Bestandteile und des gewahlten Ansatzes.

12
Z (1?0) .0,02¢ - 0,98190-1 ~ 005083
i=5

(100

, ) .0,022-0,98% ~ 0,2734
4 Punkte

6.2 In einer Schachtel sind 10 Speicherkarten. Vier dieser Speicherkarten sind defekt.
Es werden zwei Speicherkarten ,auf einen Griff* aus der Schachtel entnommen.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass genau eine dieser beiden Speicherkar-
ten defekt ist.

2 Punkte

Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBSs):

Der Priifling ... Punkte

... erlautert die beiden Terme einschlieBlich der Bestandteile und dem gewahliten

6.1 Ansatz.

4 (Il

Bei dem gewahlten Ansatz wird von einem Bernoulli-Experiment mit n = 100
ausgegangen.

Die binomialverteilte Zufallsvariable X gibt die Anzahl der defekten Speicherkar-
ten an.

Die Trefferwahrscheinlichkeit p = 0,02 bedeutet hier, dass eine Speicherkarte
defekt ist.

Die Gegenwahrscheinlichkeit betragtq=1-p =0,98.

Mit diesem Term wird die Wahrscheinlichkeit berechnet, dass von 100 untersuch-
ten Speicherkarten mindestens 5 und hdchstens 12 defekt sind. Der Binomialko-
100

effizient ( ; )gibt die Anzahl der Pfade in einem Baumdiagramm mit insgesamt

100 Stufen an, bei denen genau i-mal ein Defekt auftritt. Der Binomialkoeffizient
gibt damit die Anzahl der Moglichkeiten an, aus 100 Speicherkarten i Speicher-
karten ohne Berticksichtigung der Reihenfolge auszuwahlen.
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Auch im zweiten Fall wird von einer Binomialverteilung mit n = 100, p = 0,02 und
1-p = 0,98 ausgegangen.

In der vorliegenden Berechnung wird die Wahrscheinlichkeit ermittelt, dass von
100 untersuchten Speicherkarten genau 2 defekt sind.

100
2
keit von 0,022 - 0,988.

Insgesamt gibt es ( ) Pfade und jeder einzelne Pfad hat die Wahrscheinlich-

6.2 ... bestimmt die Wahrscheinlichkeit, dass genau eine Speicherkarte defekt ist. 2 ()

D:= Genau ein Stick ist defekt.

-4 . 6,6 4_38
P(D)_w 5t 10 9" 15
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Aufgabe 7 (Stochastik)

In einem mathematischen Modell gibt p, die Wahrscheinlichkeit an, dass ein USB-Stick
defekt ist.

In der angegebenen Graphik finden Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung der binomialver-
teilten Zufallsvariablen.

X: Anzahl der defekten USB-Sticks firn =8 und p = p,.
Dabei gilt: P(X =0) = P(X =1).

7.1 Begrinden Sie, dass die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zwei USB-Sticks de-
fekt sind, grofder als 0,2 sein muss.

3 Punkte
7.2 Untersuchen Sie, ob p, = 0,25 gilt.
3 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBSs):
Der Priifling ... Punkte

... begriindet, dass die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zwei USB-Sticks de-

71 fekt sind, groRer als 0,2 sein muss.

3 (Il

Offensichtlich zeigt die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X:
PX=0)+PX=1)<08.
Danngilt: P(X >2)=1-P(x<1)>1-08=0,2.
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7.2

... untersucht, ob p, = 0,25 ...

3 (Il

Fir p, = 0,25 wirde gelten: u =8 - 0,25 = 2.
Flr das Maximum k,,,, der Binomialverteilung ergibt sich dann:

2—0,75 < kyax < 2+0,25, also kyq, = 2.

Die Graphik zeigt, dass die Binomialverteilung ihr Maximum bei k = 0 und k = 1 hat, also

ist die Annahme p, = 0,25 falsch.
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Analytische Geometrie
Aufgabe 8 (Analytische Geometrie)

Fir eine Computeranimation werden die Flugbahnen von Flugzeugen als Geraden model-
liert.

Die Flugzeuge werden als punktférmige Objekte angesehen. Sie fliegen mit konstanter
Geschwindigkeit Uber einem flachen Gebiet. In diesem Gebiet liegt der Flughafen.

Das Koordinatensystem wird so gewahlt, dass dieses Gebiet durch die x;-x,-Ebene be-
schrieben wird.

Die Zeit t wird in Minuten ab 14:00 Uhr angegeben. Eine Einheit im Koordinatensystem
entspricht 1 km in der Realitat.

8.1 Ein Flugzeug wird um 14:00 Uhr vom Radar im Punkt P(18|26]15) und um
14:02 Uhr im Punkt Q(22]22|13) erfasst.

Bestatigen Sie, dass sich die Flugbahn des Flugzeuges durch die Geradengleichung

18 4
g:f=<26>+t -(—4) i teR
15 -2

beschreiben lasst.
2 Punkte

8.2 Begrinden Sie ohne Rechnung, dass sich das Flugzeug im Sinkflug befindet und
berechnen Sie den Zeitpunkt der Landung und die Koordinaten des Landeplatzes.

4 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBSs):
Der Priifling ... Punkte
8.1 ... bestitigt, dass sich die Flugbahn des Flugzeuges ... 2()
. . 18 22 —-18 18 4
g:X=0P +t-PQ=(26|+t-[22-26]=(26|+t |—-4];teR
15 13-15 5 -2
8.2 ... begriindet ohne Rechnung, dass sich das Flugzeug im Sinkflug befindet. 1(l)
| ... gibt den Zeitpunkt der Landung und die Koordinaten des Landeplatzes an. 3
Da die x;—Koordinate negativ ist, befindet sich das Flugzeug im Sinkflug.
Um Koordinaten des Landepunktes L zu bestimmen, missen wir den Schnittpunkt der
Geradengleichung mit der x;-x,-Ebene bestimmen.
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Dazu wird der Richtungsvektor der Geradengleichung ,an die Zeit angepasst".

18 2
g:x= (26>+t : (—2);t€]R
15 -1

Mit x; = 0 ergibt sich: 15+¢-(—1) =0 & t = 15.
Damit ergibt sich fur die Koordinaten des Landepunktes L(48 | — 4| 0).

Die Landung erfolgt nach genau 15 Minuten.

Seite 36 von 77



Ministerium fir ’ Beispielaufgaben
Schule und Weiterbildung ‘_@ Weiterer Leistungskurs Mathematik

des Landes Nordrhein-Westfalen (Fachbereich Informatik)

Lineare Algebra
Aufgabe 9 (Lineare Algebra)

Geheime Informationen kdnnen auch mit Hilfe der Matrizenrechnung verschlisselt wer-
den.

Das Alphabet sei wie folgt geschlisselt:

A B C D E F G H I J K L M
1 2 3 4 5 6 7 8 9 (10| 11 | 12 | 13

N ) P Q R S T u V | W | X Y Z

14 | 15 |16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26

Dem Leerzeichen wird gegebenenfalls die 0 zugeordnet.
Jeder Text wird dann als eine Matrix M mit 2 Zeilen und n Spalten dargestellt (n € N).

Das Verfahren soll am folgenden Beispiel mit dem Wort ,GEHEIM® erlautert werden:

S s 13

Bei einer ungeraden Anzahl an Ziffern, wird ein Leerzeichen ,0“ erganzt.

GEHEIM: M= (

Die so erhaltene Matrix M wird dann von links mit einer Verschlisselungsmatrix V multipli-
ziert und man erhalt eine codierte Matrix C mit ¢ =V - M.

Die VerschllUsselungsmatrix sei V = (; g) .

9.1 Geben Sie die codierte Matrix C an, wenn der Text ,ANNA" verschlisselt wird.

2 Punkte
9.2  Fur die Entschlisselungsmatrix V=1 gilt:
1
a -—1=
y-1l= 1 2 | mita,beR.
—= b
Berechnen Sie a und b und
bestimmen Sie den ursprunglichen Text fur die codierte Matrix C = (gg) :
4 Punkte
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Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):

Der Priifling ...

9.1 ... gibt die codierte Matrix C an, wenn ...

Punkte

2 (Il

2 8 \4 1

C=V_M=(2 4)_(1 14):(15184 gé

)

9.2 ... berechnet a und b.
... bestimmt den urspriinglichen Text.

2 (I
2 (I

2-a—1=1/\—i-4+8-b=1.

Alsoa=1undb=§ und V‘1=<

oamavo= (1 F -0

_1
4 1

—_

Damit ergibt sich das Wort: ,EI*.

rev=(5 ) E 90 9=
4
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Zahlentheorie
Aufgabe 10 (Zahlentheorie)

Ein heute Ubliches Verfahren zur Ver- und Entschlisselung von Nachrichten ist der RSA-
Algorithmus. Das Zahlenpaar P(n, e) ist der 6ffentliche Schlissel und das Zahlenpaar
S(n,d) ist der geheime Schllissel. Dabei gilt n = p - g mit den Primzahlen p und q.

Im Folgenden betrachten wir die beiden Primzahlen p = 5 und g = 13.
P(65,19) ist ein gultiger offentlicher Schlissel (Nachweis ist nicht erforderlich).

Bestimmen Sie den zugehorigen geheimen Schlussel S(65,4d) .

6 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):
Der Priifling ... Punkte
10 ... bestimmt den zugehorigen geheimen Schliissel $(65, d).
Es g"t: n=>5-13 = 65. 2 (m)

Fir die Eulersche ¢ — Funktion gilt: ¢(65) = ¢(5) - 9(13) =4 - 12 = 48.

Wir bestimmen den Entschlisselungsexponenten d. Dabei ist d das multiplikative Inverse
zu e = 19 bezlglich des Moduls ¢(65) = 48.

Mit Hilfe des erweiterten Euklidischen Algorithmus wird der ggT(19,48) = 1 als Linear-
kombination von 19 und 48 dargestellt.

4 (1)
48=2-19+4+10 19=1-10+ 9
10=1-9 + 1 9 =9 -1
und damit:
10=48-2 -19 9=19-1-10=19—-48+2-19=3 -19—-1 -48

1=10—-1:-9=48—-2-19-3-194+1-48= -5 -19+2 -48.
-5 ist damit das multiplikative inverse Element. Wegen — 5 = 43 (mod 48) gilt:

S(65,43) ist der geheime Schlissel.
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Aufgabe 11 (Zahlentheorie)

Seinef{l, 2, 3,...25}

Betrachtet wird die Verschlisselung C,, mit: C,(x) = n - x (mod 26) mit x € N und
0 <x<25und0 < C,(x) < 25.

Die Buchstaben des Alphabets werden der Reihe nach mit den Ziffern 0, 1, 2, ..., 25 iden-
tifiziert, also:

A B C D Y Z
0 1 2 3 24 25

Es wird jeweils buchstabenweise verschlisselt.

11.1 Geben Sie bei der Verschlisselung C, die Kodierung des Buchstabens ,K* als
Buchstaben an.

2 Punkte
11.2 Bestimmen Sie alle zulassigen Verschlisselungen C,,.
4 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):
Der Priifling ... Punkte
11.1 ... gibt die Verschliisselung des Buchstabens ,,K*“ an. 2 (I
Zu bestimmen ist: C,(10) (mod 26) = 70 (mod 26) = 18 (mod 26).
Der Buchstabe ,K*“ wird mit dem Buchstaben ,S* verschlisselt.
11.2 ... bestimmt alle zulassigen Verschliisselungen C,,. 4 (i)
Zu bestimmen sind alle n € {1, 2, 3, ...25} mit ggT(n, 26) = 1.
Ohne die triviale Verschlisselung n = 1 erhalten wir so 11 Mdéglichkeiten.
Also:n € {3;5;7;9;11; 15; 17; 19; 21; 23; 25}

Seite 40 von 77



Schule und Weiterbildung Weiterer Leistungskurs Mathematik
des Landes Nordrhein-Westfalen (Fachbereich Wirtschaft und Verwaltung)

Ministerium fir a@ Beispielaufgaben
)

Beispielaufgaben fur den Weiteren Leistungskurs Mathematik
(Fachbereich Wirtschaft und Verwaltung)

Analysis
Aufgabe 1 (Analysis)

Zur ertragsgesetzlichen Kostenfunktion
Kx)=a-x3+b-x*+c-x+d,
a,c,d>0,b<0, xin ME, K(x) in GE,

sind in der nebenstehenden Abbildung
die Graphen der Grenzkostenfunktion,
der Stuckkostenfunktion und der variab-
len Stickkostenfunktion dargestellt.

1.1 Ordnen Sie dem jeweiligen Graphen die entsprechende 6konomische Funktion be-
grindet zu.

3 Punkte

1.2 Beweisen Sie, dass die betriebsminimale Ausbringungsmenge bei x = —2% liegt.

3 Punkte

Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBSs):

Der Priifling ... Punkte

1.1 ... ordnet dem jeweiligen Graphen die entsprechende Funktion begriindet zu. 3@

Der Graph der Grenzkostenfunktion schneidet den Graphen der variablen Stlickkosten-
funktion im Betriebsminimum, den der Stlickkostenfunktion im Betriebsoptimum. Also
gehort f; zur Grenzkostenfunktion. Die kurzfristige Preisuntergrenze ist geringer als die
langfristige Preisuntergrenze, so dass f, der variablen Stiickkostenfunktion und f; der
Stlckkostenfunktion zugeordnet werden kann.

1.2 ... beweist, dass die betriebsminimale Ausbringungsmenge bei x = —% liegt. 3 (1)

Minimum der variablen Stlickkosten:
k,x)=a-x*+b-x+c ki(x)=2a-x+b mita>0
Notwendig und hinreichend bei Ertragsgesetz:

kk(x) =0 © 2a-x+b=0 < x=—% daa > 0.
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Aufgabe 2 (Analysis)

Die monatlichen Absatzzahlen eines Produkts 'ME pro Monat

werden mit

(t in Monaten, f(t) in ME/Monat)
modelliert. Der nebenstehende Graph verdeut-
licht die Situation.

2.1

2.2

f(@®) = (40 —t) - 205t £(t) = (40 — t) - et

Mo at;

Berechnen Sie den Zeitpunkt, bis zu dem das Produkt auf dem Markt abgesetzt
werden kann.

2 Punkte

Zeigen Sie, dass der Zeitpunkt des maximalen monatlichen Absatzes bei t = 20
liegt.

(f" () = _Hlot - €905 kann verwendet werden.)
4 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):
Der Prifling ... Punkte
21 ... berechnet den Zeitraum, bis zu dem das Produkt auf dem Markt abgesetzt wird. 2(l)
Nullstellenbetrachtung
(40 —t)- %t =0 < t=40 dae®5 0 firallet € IR.
Nach 40 Monaten verschwindet das Produkt vom Markt.
2.2 ... zeigt, dass der Zeitpunkt des maximalen monatlichen Absatzes bei t = 20 liegt. 4 (Il

Extremwertbetrachtung: Notwendige Bedingung f'(t) = 0:
f'(t) = —e%05t + (40 — t) - 0,05 - %5t = 0 (Produkt- und Kettenregel)

1
© —1+(#0-1:005=0 & ~1+2-005=0 & t=5--=20

Dagzu hinreichend fir Maximum £/ (t) < 0: f"'(20) = —4%20 - 00520 = ;—; <0
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Aufgabe 3 (Analysis)
Die monatlichen Absatzzahlen eines aoME. i
neuartigen Produkts werden mit 120 ____________________
1 f(t) = ~0, 1t3 + 22!
__ 13 2 A00F -t S I NSRS S
f(t) 10 t + 2t B R B i 77777777777777 13 7777777777777777777
(t in Monaten, f(t) in ME/Monat) T SR U S W S
modelliert. Der nebenstehende Graph | ./ [ o\ -
verdeutlicht die Situation.
7 Aal SR LR L LR RREELEEEEEEEEE SRRREEELEELEEE -----
0 i : natg
0 5 10 15 20
3.1 Bestimmen Siedieindenersten , Mve i
20 Monaten insgesamt abge- : E
1200f - - =======-==~ bomsmmemonee frmmeeeesnes Armmemne e 4mmes
setzte Menge. : :
1000f ----=======--~ Pommmmmmmooees it L A
3Punkte gl ol
3.2  Skizzieren Sie in das neben- S
stehende Koordinatensystem £ R S S R T
den Graphen der Funktion, die P S F—— . e
den Gesamtabsatz in Abhan- 0 ; | Monate
0 5 10 15 20

gigkeit von der Zeit angibt.

3 Punkte

Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):

3.1

Der Priifling ... Punkte
... bestimmt die in den ersten 20 Monaten insgesamt abgesetzte Gesamtmenge. 3

Die gesamte Absatzmenge der ersten 20 Monate wird mit dem Integral berechnet.

20 4
B +ayae = [-=et+263) = =20 42,208 = —4000 + 22
10 40 R 40 3 3

~ 1333,33 (ME)
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... skizziert den Graphen der Funktion, die den Gesamtabsatz in Abhéngigkeit von

3.2 - . 3
der Zeit angibt. (I
E i i i i
14001 V- n e R oo —
1200 -------------- e fommomemoneneee I 4o
1000 -~ ========mmp oo mmmmmmm o fe e g A-----
{730 ERSSUUYO SPURVRIEESDY U OO SPUI YOS /YOy JPS S -: -----
GO0 -~~~ =m ==
T T . e
200 -----mmmmmeeeereeee g 1momemmeoeoe- SEREEE
0 : Monate
0 5 10 15 20
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Aufgabe 4 (Analysis)

Die Preisentwicklung eines Produkts ent- Preis GE/ME
spricht der Nachfragefunktion p mit 101 3
) p (w) =-z"+9 Konsumentenrente
p(x) = —x*+9 8 Teilmarkt 1
x in ME, p(x) in GE/ME. b1 Konsumentenrente
Das Produkt wird auf dem Teilmarkt 1 fir 61 Teimarkt 2
p; GE/ME und auf dem Teilmarkt 2 fiir Jdo 5
5 GE/ME verkauft. Es werden insgesamt ;
2 ME abgesetzt (vgl. nebenstehende Ab- 5] ;
bildung).
0 - , Y ; Mg
0 12, 2 3 4 5

4.1 Beschreiben Sie den Einfluss der Hohe des Preises p,; auf die Konsumentenrente

des jeweiligen Teilmarkts.

2 Punkte

4.2 Weisen Sie nach, dass die gesamte Konsumentenrente optimal abgeschopft wird,

wenn x; = \E (ME) ist.

4 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBSs):
Der Priifling ... Punkte
4.1 ... beschreibt den Einfluss der Hohe des Preises p,; auf die Konsumentenrente ... 2 ()

5 GE/ME erlischt der Teilmarkt 2.)

Bei Erhdhung des Preises p, wird die Konsumentenrente im Teilmarkt 1 geringer und
gleichzeitig die des Teilmarkts 2 hoher. Bei Verringerung des Preises verhalt es sich um-
gekehrt. (Bei einem Preis p; von 9 GE/ME erlischt der Teilmarkt 1, bei einem Preis p; von

4.2 ... weist nach, dass fiir x; die Konsumentenrente optimal abgeschopft wird.

4 (I

sumentenrente Teilmarkt 1 moglichst grof’ wird.

Ax)=x-f(x)—5-x=—x34+9x —5x = —x3 + 4x

Extremwertbetrachtung: A'(x) = -3x2+4=0 & «x= \/% V x = —\E & IDg;

Dazu hinreichend: A" (\E) =—6- \E <0

Damit die Konsumentenrente hochstmaoglich abgeschépft wird, muss der Preis p, so ge-
wahlt werden, dass der Flacheninhalt des Rechtecks unter dem Flachenstick zur Kon-
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Lineare Algebra

Aufgabe 5 (Lineare Algebra)

Das nebenstehende Schaubild zeigt die graphi- y
sche Losung (Losungspolygon) eines Unglei- 12
chungssystems, mit dem der Gewinn optimiert
werden soll. Mit dem Produkt zu y werden 100 10
GE Gewinn gemacht. 5 93
94
5 A(2|6)
4 92
2
0 X
0 1 2 3 4 5

5.1

5.2

Die Nichtnegativitatsbedingungen gelten. Geben Sie die drei Ungleichungen an, die

das Lésungspolygon festlegen.

3 Punkte

Ermitteln Sie eine mdgliche Zielfunktion G, so dass es genau eine maximale Losung

in A(2|6) gibt, und den zu G gehoérigen maximalen Gewinn.

3 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):
Der Prifling ... Punkte
51 ... gibt die drei Ungleichungen an, die zum Lésungspolygon passen. 3@
12
g1:y=—Tx+12 > 3x+y<12
10
g2:y=—?x+10 > 2x+y <10
gs::y=28 > y<8
5.2 ... ermittelt eine Zielfunktion, so dass es genau eine maximale Lésung in A gibt, 3 ()

und den zu G gehorigen maximalen Gewinn.

Die Gerade der Zielfunktion muss zwischen g, und g, verlaufen, also -3 <m < —-2.
Méogliche Zielfunktion: y = —-2,5x +b
Berechnung b: 6=-25-24+b © b

G
y——2,5x+m > G

=11

Maximaler Gewinn: = 1100 (GE)
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Aufgabe 6 (Lineare Algebra)

Die nebenstehende Tabelle gibt die Materialverflech- E, | E,

tung in einem zweistufigen Produktionsprozess an, in Z, 4 b

dem aus Rohstoffen R;, R, und R3; zunachst Zwi-

schenprodukte Z; und Z, und anschlieRend Endpro- 21 | % 3

dukte E; und E, entstehen. R, | 1 0 4 2
R, 3 1 9
R 2 a 12 | 16

6.1 Zeichnen Sie das Verflechtungsdiagramm der ersten und zweiten Stufe.

3 Punkte
6.2 Ermitteln Sie die fehlenden Werte fir a, b und c.
3 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):
Der Priifling ... Punkte
6.1 ... zeichnet das Verflechtungsdiagramm der ersten und zweiten Stufe. 3
Ry~
3/' 1~_p 1
Z, 3 E,
6.2 ... ermittelt die Werte fiir a, b und c. 3@
Aus der Matrizengleichung
1 0 4 b 4 2
(3 1)-(‘1L §)=( 13 3b+3>=<c 9)
2 a 8+a 2b+3a 12 16
folgta =4, b =2, ¢ = 13.
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Aufgabe 7 (Lineare Algebra)

In einem Wirtschaftssystem sind drei Sektoren nach dem Leontief-Modell miteinander
verbunden. Der Guterfluss in Mengeneinheiten wird durch die Technologiematrix

02 01 0,2
T = <0,4 02 0 )
04 01 04
beschrieben.
Die dazugehdrige Leontief-Inverse lautet
1 (60 a 20
(E-T)7"=5z-{30 50 10
45 15 75

71 Bestimmen Sie den Wert flr a.

3 Punkte
7.2  Ermitteln Sie die Abgabe an den Markt, wenn die Gesamtproduktion in Mengen-
10
einheiten x¥ = <20) betragt.
10
3 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBSs):
Der Priifling ... Punkte
71 ... bestimmt den Wert fiir a. 3(In
08 —01 -02
E-T)= ( )
Aus (E—T)-(E —T)™! = E ergibt sich:
08-a—01-50-02-15=08-a-5-3=0 < a=10
7.2 ... ermittelt die Abgabe an den Markt bei gegebener Gesamtproduktion X . 3(I)
10 02 01 02 10 10 6 4
37=32’—T-9?=(20)—<0,4 02 O )-(20)=(20)—(8)=<12>
10 04 01 04 10 10 10 0
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Aufgabe 8 (Lineare Algebra)

Bei einem zweistufigen Produktionsprozess wird der Bedarf je Mengeneinheit an Roh- und
Zwischenprodukten flr die Endprodukte in dem folgenden Verflechtungsdiagramm ver-
deutlicht. Die Kosten fur je eine Mengeneinheiten der Rohstoffe entsprechen dem Zeilen-
vektor (2 5 3).

2
R 3
Z E,
2
{ Lo £
Rs/a/
1

20 8
8.1 Zeigen Sie, dass flr die Rohstoff-Endprodukt-Matrix gilt: Az = ( 3 1>
16 7

3 Punkte

8.2 Nehmen Sie Stellung zu der Behauptung, dass die Rohstoffkosten flr 10 ME von E;
uber 1000 GE betragen.

3 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):
Der Priifling ... Punkte
8.1 ... zeigt, dass Ay die Rohstoff-Endprodukt-Matrix ist. 3 (1)

3 2 2 0 20 8
ARE=<O 1)-(3 i)+<0 0>=(3 1)
1 4 0 1 16 7

... nimmt Stellung zu der Behauptung, dass die Rohstoffkosten fiir 10 ME von E,

8.2 iiber 1000 GE betragen.

3 ()

Bestimmung der Rohstoffkosten fir 1 ME von E;:

20
2 5 3)-<3>=103(GE)
16

Die Behauptung stimmt, da die Rohstoffkosten fiir ein E; 103 GE betragen.
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Stochastik

Aufgabe 9 (Stochastik)

Bei der Produktion eines Elektrobauteils Poc=i)
kommt es bei durchschnittlich 20 % der
Bauteile zu statischen Aufladungen, die
Probleme beim weiteren Verarbeitungs-
prozess bewirken kdnnen. X ist die bino-
mialverteilte ZufallsgroR3e, die die Anzahl
problematischer Elektrobauteile bei einer
Tagesproduktion von 50 Bauteilen angibt.

20 25 30 35

P(X=k) P(X=k)

0.1

0.05

25 30 35

Abb. 2

9.1 Prufen Sie, welche der obigen Abbildungen die zu X gehdrige Verteilung ist.
2 Punkte

9.2 Bestimmen Sie mit der von Ihnen ausgewahlten Graphik naherungsweise die Wahr-
scheinlichkeit, dass die Anzahl statisch aufgeladener Elektroteile um weniger als
zwei vom Erwartungswert E (X) abweicht.

4 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBSs):
Der Priifling ... Punkte
9.1 ... pruft, welche der Abbildungen die zu X gehdrige Verteilung ist. 2 (I

Da E(X) = n-p = 10 ganzzahlig ist, muss der maximale Wert P(X = 10) sein. Abbildung
3 erflllt dies nicht. Nur fiir p = 0,5 ist die Binomialverteilung symmetrisch, so dass fiir
p = 0,2 nur Abbildung 2 mdglich ist.
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9.2

... bestimmt naherungsweise die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl problemati-

4 (Il
scher Elektroteile um weniger als zwei vom Erwartungswert von X abweicht. (1

Da E(X) = n-p = 10, sind die Wahrscheinlichkeiten fir das Auftreten von 9, 10 oder 11
statisch aufgeladenen Elektrobauteilen aufzusummieren. Aus der Abb. 2 liest man
0,14+0,14+0,13=0,41 ab, also ca. 40 % Wahrscheinlichkeit.
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Aufgabe 10 (Stochastik)

10.1 Ein Unternehmen, das Leuchtmittel an zwei Standorten A und B herstellt, prift deren

10.2

Leuchtmittels bedeuten.

Lebensdauer. Die Zufallsgrof3e X gibt fur ein Leuchtmittel von Standort A die Le-
bensdauer in Stunden an, Y die fur ein Leuchtmittel aus B. Es gilt E(X) = E(Y) und
o(X) <o(Y).

Erklaren Sie, was diese Beziehungen fur die Verteilung der Lebensdauer eines

3 Punkte

Die Zufallsgréfie Z nimmt genau die Zahlenwerte 0, 1, 2, 3, 4 mit positiven Wahr-

scheinlichkeiten an.

Entwickeln Sie fur Z eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, so dass der Erwartungswert

von Z zwischen 0 und 1 liegt.

3 Punkte

Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBSs):

10.1

Der Priifling ...

... erklart, was diese Beziehungen fiir die Verteilung der Lebensdauer eines
Leuchtmittels bedeuten.

Punkte

3 (Il

Der Erwartungswert entspricht der durchschnittlich zu erwartenden Lebensdauer eines
Leuchtmittels. Diese ist fiir die in A und B produzierten jeweils gleich. Die geringere Stan-
dardabweichung bei X bedeutet, dass die Lebensdauer eines Leuchtmittels aus A im
Vergleich zu einem aus B durchschnittlich weniger weit von der erwarteten Lebensdauer
abweicht.

10.2

... entwickelt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, so dass der Erwartungswert zwi-
schen 0 und 1 liegt.

3 (1)

Méogliche Wahrscheinlichkeitsverteilung:

z |0 1 2 3 4 5y

PZ=2z)|080 |005 |005 [005 |005 |1

E(Z) =0,05+01+0,15+02=0,5
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Aufgabe 11 (Stochastik)

Ein Unternehmen macht mit seinem Produkt ei- 4‘"[::1';(=k1 : :
nen Gewinn zwischen 0 und 4 Geldeinheiten. Es ~ C4 1 1 1 1 TTTTTTTTT
liegen unterschiedliche Angaben zu den Ge- ittt | (il Rt
winnwahrscheinlichkeiten vor. 0.3 4------ I N
EY o o o B
R B e B e e
| | i k.

11.1 Erklaren Sie, warum der obige Graph nicht die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer

ganzzahligen ZufallsgroRe beschreiben kann.

2 Punkte

11.2 Die Zufallsgrofie X gibt den Gewinn, den das Unternehmen mit seinem Produkt

macht, an.

Die obige Graphik stellt fiir einen Gewinn von 0 GE, 3 GE und 4 GE die Wahr-
scheinlichkeiten richtig dar. Es ist bekannt, dass der erwartete Gewinn bei 1,7 GE

liegt.

Ermitteln Sie die korrekten Wahrscheinlichkeiten flir X = 1 und X = 2.

4 Punkte

Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):

Der Priifling ... Punkte
1.1 ... erklart, warum der Graph nicht die Wahrscheinlichkeitsverteilung ... 2(l)

Die Summe der Wahrscheinlichkeiten betrégt 0,24+ 0,254+ 0,354+0,24+0,1=1,1 > 1.
11.2 ... ermittelt die korrekten Wahrscheinlichkeiten fiir X = 1 und X = 2. 4 (Il

Mita = P(X = 1) und b = P(X = 2) ergibt sich

Summe Einzelwahrscheinlichkeiten: . 02+a+b+02+01=1 < a+b=05

Erwartungswert: I.a+2b+06+04=17 & a+2b=07

.-1. b=02 = a=03
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Aufgabe 12 (Stochastik)

25 % der Mitarbeiter/-innen eines Grollunternehmens klagen Uber eine zu hohe Arbeitsbe-
lastung. Das Balkendiagramm gibt die kumulierte Binomialverteilung flr eine Stichprobe
von n = 20 an.

1
0.8
0.6
0.4
0.2
0 r—l—
0 2 4 6 8 10 12

12.1 Geben Sie allein unter Zuhilfenahme des Diagramms die ungefahren Wahrschein-
lichkeiten fur folgende Ereignisse an:

A: Genau 6 Mitarbeiter/-innen sind unzufrieden.
B: Weniger als 8 Mitarbeiter/-innen flhlen sich Uberlastet.
C: Mindestens 15 Mitarbeiter/-innen sind zufrieden.

3 Punkte

12.2 Nach Einfiihrung eines neuen Arbeitszeitmodells beklagen nur noch 2 von 20 Per-
sonen die Arbeitsbelastung.

Beurteilen Sie mit Hilfe des Diagramms, ob mit 90 % Sicherheitswahrscheinlichkeit
von einer geringeren Unzufriedenheit als 25 % ausgegangen werden kann.

3 Punkte
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Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):

Der Priifling ... Punkte
... gibt allein unter Zuhilfenahme des Diagramms die ungefahren Wahrscheinlich-
12.1 . o 3(n
keiten fiir folgende Ereignisse an.
X gibt die Anzahl unzufriedener Mitarbeiter/-innen an.
A PX=6)=P(x<6)—P(X<5)=078—-0,62=0,16
B: P(X<8)=09
C: P(X<5)=0,62
12.2 ... beurteilt, ob mit 90 % Sicherheitswahrscheinlichkeit von einer geringeren Unzu- 3 ()

friedenheit als 25 % ausgegangen werden kann.

Da die Wahrscheinlichkeit maximal 2 unzufriedene Mitarbeiter/-innen bei p = 0,25 zu
haben mit P(X < 2) = 0,1 ungefahr 10 % betragt, kann mit 90 % Sicherheitswahrschein-
lichkeit davon ausgegangen werden, dass die Zufriedenheit gesteigert wurde.
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Analysis
Aufgabe 1 (Analysis)

Die folgende Tabelle gibt die Stlickkosten k, die variablen Stlickkosten k,, und die Grenz-
kosten K’ zur ertragsgesetzlichen Kostenfunktion K an (x in ME; K(x) in GE):

X 1 2 3 4 5 6 7 8

k(x) 201,01 1240 | 97,0 | 84,0 | 77,8 | 76,0 | 77,6 | 82,0
k,(x) | 57,0 | 52,0 | 49,0 | 48,0 | 49,0 | 52,0 | 57,0 | 64,0
K'(x) 51,0 | 44,0 | 43,0 | 48,0 | 59,0 | 76,0 | 99,0 | 128,0

Beurteilen Sie die Richtigkeit der folgenden Aussagen allein unter Zuhilfenahme der Ta-
bellenwerte:

1.1 Das Betriebsminimum liegt bei 4 ME.

2 Punkte
1.2 Die Kosten steigen zwischen 0 und 4 ME degressiv.
2 Punkte
1.3 Die Fixkosten belaufen sich auf 144 GE.
2 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):
Der Priifling ... Punkte
... beurteilt die Aussagen.
11 Die variablen Stliickkosten und die Grenzkosten sind im Betriebsminimum gleich, also ist
aus der Tabelle abzulesen: xg),, = 4. Die Aussage ist also wahr. 2(In
1.2 Die Grenzkostenfunktion K’ gibt den Kostenzuwachs an. Dieser nimmt nur zwischen 0
ME und 3 ME ab (degressiver Zuwachs), danach wieder zu (progressiver Zuwachs). Da- 2(ln)
her ist die Aussage falsch.
1.3 Die Stuckkostenfunktion und die variable Stlickkostenfunktion unterscheiden sich nur
Krix . — — —
durch den Term o Daher gilt: K¢, = k(1) — k,(1) = 201 — 57 = 144. PX (D)
Die Aussage ist also wahr.
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Aufgabe 2 (Analysis)

ME

Die Absatzentwicklung eines
Produktes wird durch die
folgende Funktion beschrie-
ben:

f®)=9t-e 93 +6

dabei steht t > 0 fur die Mo-
nate und f(t) fur den Absatz
in ME pro Monat. i)

=
=1
Fd -

B -

1 -1
[
ey
=
—

[

P
T
[==]

(o8]
=
|
=3
]

r
]

T
(8]

[==]
]
=1

2.1 Berechnen Sie den Zeitpunkt, zu dem die monatlichen Absatzzahlen maximal wer-
den (notwendiges Kriterium genugt).

4 Punkte

2.2 Nehmen Sie mit Hilfe des Graphen Stellung zu der folgenden Aussage:

In der zweiten Halfte des ersten Jahres liegt der Zeitpunkt des maximalen Absatz-
ruckganges.

2 Punkte

Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):

Der Prifling ... Punkte

21 ... berechnet den Zeitpunkt. 4 (I

Notwendige Bedingung: f'(t) = 0
/@) =(=2,7t+9) e 93t = 0 (mit Produkt und Kettenregel)

& —2,7t+9=0,dae’ # 0firalle t,
ot=2
3

Der maximale Absatz wird im 4. Monat erreicht.

2.2 ... nimmt Stellung zur Aussage. 2 ()

Der starkste Absatzriickgang entspricht dem Wendepunkt mit re/li-Krimmungswechsel.
Dieser liegt laut Graph bei ungefahr ( 8 | 12,5 ). Die Aussage ist also wahr.
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Aufgabe 3 (Analysis)

Gegeben sind folgende Angebotsfunktion |
p, und Nachfragefunktion py:

2

2 16
— -2 201
pa(x) = 3 XT3 o
1 64 ‘
pn(x) = —§x2 T3 161

x in ME, p(x) in GE/ME

3.1 Berechnen Sie das Marktgleichgewicht.

4 Punkte
3.2 Begrinden Sie anhand der Graphen, dass die Konsumentenrente geringer ist als die
Produzentenrente.
2 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):
Der Prifling ... Punkte
31 ... berechnet das Marktgleichgewicht. 4 (I
Schnittpunkt von Angebots- und Nachfragefunktion:
2xt+2=—2x2+Z o 0=x?-16 liefertdie Losungen x,/, = +4.
Da negative Produktionswerte 6konomisch sinnlos sind, liegt die Gleichgewichtsmenge
bei 4 ME. Der Gleichgewichtspreis liegt bei p,(4) = py(4) = 16 GE/ME.
Die Abbildung bestatigt das Ergebnis.
3.2 ... begrindet anhand der Graphen. 2 (I
Der eingeschlossene Flacheninhalt zwischen dem Graphen von py und y = 16 stellt den
Geldwert der Konsumentenrente dar, der Flacheninhalt zwischen y = 16 und dem Gra-
phen von p, den Geldwert der Produzentenrente. Die Flache der Konsumentenrente ist
kleiner als die Flache der Produzentenrente, somit ist die Konsumentenrente geringer als
die Produzentenrente.
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Lineare Algebra
Aufgabe 4 (Lineare Algebra)

Ein Unternehmen stellt aus drei unterschiedlichen Bauteilen B1, B2 und B3 die Endpro-
dukte E1, E2 und E3 her. Das Unternehmen hat noch 70 ME von B1 und jeweils 60 ME
von B2 und B3 auf Lager.

4.1 Die Materialverflechtung ist der Matrix Mg zu entnehmen.

1 2 3
Mgz =[2 2 0
1 2 2

Berechnen Sie, wie viele ME der Endprodukte hergestellt werden konnen, wenn der
Lagerbestand vollstandig aufgebraucht werden soll.

4 Punkte

4.2 Durch eine Veranderung der Produktion werden nun fur die Herstellung von einer
ME von E3 eine zusatzliche ME von B3 bendtigt. Als umgeformte erweiterte Koeffi-
zienten-Matrix ergibt sich bei obigen Lagerbestanden:

1 2 3|70
0 2 6|80
10

0 0 O
Interpretieren Sie die Bedeutung dieser Matrix im Sachzusammenhang.

2 Punkte

Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBSs):

Der Priifling ... Punkte

4.1 ... berechnet, wie viele ME der Endprodukte hergestellt werden kénnen. 4 ()

1 2 3|70 1 2 3|70 20
2 2 0|60]—=(0 2 6|80 |/liefert den Lésungsvektor g = (10)
1 2 2160 0 0 1110 10

Es kdnnen 20 ME von E1 und jeweils 10 ME von E2 und E3 produziert werden.

4.2 ... interpretiert die Bedeutung der Matrix im Sachzusammenhang. 2(IN

70

1 2 3
<O 2 6 80) dieses Gleichungssystem besitzt keine Lésung, der vorliegende Lager-

0 0 0110
bestand kann also nicht vollstandig zu Endprodukten verarbeitet werden.
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Aufgabe 5 (Lineare Algebra)

Ein Unternehmen stellt aus vier Rohstoffen R1, R2, R3 und R4 drei Zwischenprodukte Z1,
Z2 und Z3 und aus diesen wiederum zwei Endprodukte E1 und E2 her. Die Materialver-
flechtung ist den unten stehenden Stucklisten zu entnehmen.

Z1|722 |73 E11E2
R1/1]0]2 7111 1 1
R2/ 0] 2|2

2212 |0
R3| 1113 7310 1 1
R4/ 2110

5.1 Ermitteln Sie, wie viele ME der Rohstoffe fur die Produktion der jeweiligen Endpro-
dukte bendtigt werden.

3 Punkte

Das Unternehmen kalkuliert fur die folgende Geschaftsperiode mit einer Nachfrage von
200 ME far E1 und 300 ME fur E2 und Kosten in Hohe von 4800 GE. Aufgrund der auf-
wandigeren Produktion soll der Verkaufspreis flr E2 doppelt so hoch sein wie der fur E1.

5.2 Berechnen Sie, wie hoch die Verkaufspreise mindestens sein missen, damit das
Unternehmen kostendeckend produziert.

3 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBSs):
Der Priifling ... Punkte
... ermittelt, wie viele ME der Rohstoffe fiir die Produktion der jeweiligen Endpro-
5.1 s 3
dukte benotigt werden.
1 3
4 2
Cre = Arz " Bzp = (3 4>
4 2
5.2 ... berechnet, wie hoch die Verkaufspreise mindestens sein miissen, damit das 3 ()

Unternehmen kostendeckend produziert.

Bei Kostendeckung sind Erlés und Kosten gleich:

200
(x 2x)- (300

< 800x = 4800

) = 4800

S x=6

Der Verkaufspreis fir E1 muss mindestens 6 GE und fur E2 mindestens 12 GE betragen.
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Aufgabe 6 (Lineare Algebra)

2 -3 1
Gegeben sind die Matrizen A und B mit A = (:; 2) und B = (4 2 5)
1 1 2

6.1 Begrinden Sie, warum die Matrizen A und B nicht miteinander multipliziert werden
konnen.

1 Punkt
6.2 Berechnen Sie die zu 4 inverse Matrix A™1 .
3 Punkte

6.3 Geben Sie eine 3x2-Matrix C mit ¢;; an, so dass gilt: ¢;; = 1wenni > j, ¢;; =i+
wenni=jundc;=1i-jwenni<j.

2 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):
Der Priifling ... Punkte
6.1 ... begriindet, warum die Matrizen nicht miteinander multipliziert werden kénnen. 1()

Die Anzahl der Spalten von A (2) stimmt nicht mit der Anzahl der Zeilen von B (3) tberein.

6.2 ... berechnet die zu A inverse Matrix A71. 3@
(5 elo D06 2o 20-(0 Slo 2D-6 170" %)
41 = (—3,5 2i5)
6.3 ... gibt eine 3x2-Matrix C mit c;; an. 2 (I

2 2
C=(1 4)
11
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Stochastik
Aufgabe 7 (Stochastik)

Eine Textilfabrik stellt unter anderem weil3e T-Shirts her. Von diesen werden 50 % gefarbt
und 50 % bestickt. Beim Farben sind 10 % der T-Shirts nicht farbecht, 20 % der anderen
Halfte sind fehlerhaft bestickt.

7.1 Stellen Sie den Sachverhalt in einem Baumdiagramm dar.
3 Punkte

7.2 Die Herstellungskosten fur alle T-Shirts betragen im Mittel 0,2 GE pro Stuck.

Die korrekt gefarbten T-Shirts werden zu einem Preis von 2 GE pro Stuck, die feh-
lerhaft gefarbten T-Shirts werden als 2. Wahl zu einem Preis von 1 GE pro Stuck
verkauft. Die korrekt bestickten T-Shirts erzielen einen Erlds von 2,5 GE pro Stuck,
wohingegen die fehlerhaft bestickten T-Shirts zusatzliche Kosten in Hohe von 1 GE
pro Stlck verursachen.

Berechnen Sie den durchschnittlich zu erwartenden Stlickdeckungsbeitrag.

3 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):
Der Prifling ... Punkte
71 ... stellt den Sachverhalt in einem Baumdiagramm dar. 3
farben besticken
F F B B
0,45 0,05 0,4 01
F = Farbung ok, F = Farbung fehlerhaft, B = korrekt bestickt, B = fehlerhaft bestickt
7.2 ... berechnet den durchschnittlich zu erwartenden Stiickdeckungsbeitrag. 3@
Sei X die ZufallsgréRe, die den Stiickdeckungsbeitrag beschreibt.
E(X)=2-045+1-0,05+25-04—-1-0,1—-0,2=1,65
Der zu erwartende Stlickdeckungsbeitrag betragt 1,65 GE.
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Aufgabe 8 (Stochastik)

Bei der Herstellung eines Produktes sind durchschnittlich 20 % der Teile fehlerhaft. Zu
Testzwecken werden der laufenden Produktion einige Teile enthommen.

8.1

8.2

8.3

Es sei X die Zufallsvariable, die die Anzahl der entnommenen Teile angibt, die feh-
lerhaft sind. Begrinden Sie, warum man die Zufallsvariable X als binomialverteilt
annehmen kann.

3 Punkte

Berechnen Sie, mit welcher Wahrscheinlichkeit die ersten beiden enthommenen Tei-
le nicht fehlerhaft sind.

1 Punkt

Geben Sie im Sachzusammenhang ein Ereignis A und ein Ereignis B an, so dass
gilt:

P(A) =021 P(B)=(20)- 0,210 0,84
40
2 Punkte

Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):

Der Prifling ... Punkte
8.1 ... begrindet, warum man die Zufallsvariable als binomialverteilt annehmen kann. 3(

Fir jedes Teil gibt es nur zwei Moglichkeiten, namlich entweder defekt oder nicht defekt.

Es wird zwar ohne Zurlicklegen gezogen, aber da die Grundgesamtheit sehr groR® und die

Stichprobe verhaltnismafig klein ist, bleibt die Wahrscheinlichkeit bei jedem Zug gleich.
8.2 ... berechnet die Wahrscheinlichkeit. 1()

P(E) = 0,82 = 0,64
8.3 ... gibt die Ereignisse an. 2 (I

A = die ersten zehn Teile sind fehlerhaft.

B = es werden 50 Teile gezogen, davon sind genau 10 fehlerhaft.
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Aufgabe 9 (Stochastik)

Von den 100 Schilerinnen und Schilern einer Jahrgangsstufe wahlt die eine Halfte als
Naturwissenschaft Physik, die andere Halfte Biologie. Die Jahrgangsstufe umfasst insge-
samt 60 Madchen. 30 % sind Jungen und haben Physik gewahlt.

9.1 Stellen Sie den gegebenen Sachverhalt in einer Vierfeldertafel dar.
3 Punkte
9.2 Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeiten,

- dass eine zufallig ausgewahlte Schulerin Physik gewahlt hat,
- dass ein zufallig ausgewahlter Teilnehmer des Biologie-Kurses mannlich ist.

3 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):
Der Priifling ... Punkte
9.1 ... stellt die Daten in einer Vierfeldertafel dar. 3()
Es ergibt sich die Vierfeldertafel:
weiblich mannlich
Physik 0,2 0,3 0,5
Biologie 0,4 0,1 0,5
0,6 0,4 1
9.2 ... ermittelt die Wahrscheinlichkeiten ... 3(ln
Mit dem Satz von Bayes ergibt sich:
P(Phnw) 02 1 -
PW(Ph) —W—ﬁ—g—OJ
P(mnBio) 01 1
PBiO(m)_ P(Blo) _(),_5_5_012
Alternativ kdnnen die gesuchten Wahrscheinlichkeiten aus einem Baumdiagramm ent-
nommen werden.
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Analysis
Aufgabe 1 (Analysis)

Das Unternehmen RELAX stellt Liegestuhle her. Das
Logo soll aus einem stilisierten Liegestuhl bestehen.
Zur Digitalisierung soll eine ganzrationale Funktion
dritten Grades die Kontur der Sitzflache beschreiben.

o,

My

Bild 1
Der Graph dieser ganzrationalen Funktion f dritten Grades hat folgende Eigenschaften:
- er schneidet die y-Achse bei y, = 45,
- er schneidet die x-Achse bei x, = 90,
- er hatim Punkt T(30 | 20 ) einen lokalen Tiefpunkt,
- er hat im Punkt H( 60 | 25 ) einen lokalen Hochpunkt.

1.1 Skizzieren Sie einen mdglichen Verlauf des Funktionsgraphen von f in dem beilie-
genden Koordinatensystem.

3 Punkte
1.2 Bei Wahl des Ansatzes f(x) = a x3 + b x? + ¢ x + d entsteht aus den aufgefiihrten
Bedingungen ein Gleichungssystem zur Bestimmung der Koeffizienten a, b, c, d.
Beurteilen Sie dieses Gleichungssystem hinsichtlich seiner Lésbarkeit.
Hinweis: Eine Losung des Gleichungssystems ist nicht gefordert.

3 Punkte
Anlage: Koordinatensystem zu Aufgabe 1.1
Y |
—
0 1 2 3 40 & 7l & e 100
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Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):

Der Priifling ... Punkte
11 ... skizziert den Verlauf des Funktionsgraphen. 3(
Einzeichnen der Punkte und Skizzierung des Verlaufs liefert:
1'!"’ E.D. -
10 1
=t8
=2
=36
1.2 ... beurteilt die Bedingungen hinsichtlich der Lésbarkeit. 3 (1)

Zur Berechnung von vier Koeffizienten braucht man vier voneinander unabhangige
Gleichungen. Aus den obigen Bedingungen lassen sich aber sechs Gleichungen auf-
stellen.

Wenn die Gleichungen in sich widersprichlich sind, gibt es keine Lésung und damit
keine Funktion dritten Grades, die die Anforderungen erfiillt. Dann muss zur Losbarkeit
auf Bedingungen verzichtet werden.
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Aufgabe 2 (Analysis)
Eine quadratische Werbeflache ABCD der Firma RELAX mit den Eckpunkten A(0|0),
B(2|0), C, D wird durch die Funktion f(x) = 0,5 x* in zwei Teilflachen zerlegt.

2.1 Stellen Sie den Sachverhalt in einem geeigneten Koordinatensystem graphisch dar.

Geben Sie die Koordinaten von € und D an.

3 Punkte
2.2 Die groliere Teilflache soll gelb, die kleinere rot gefarbt werden.
Berechnen Sie das Verhaltnis der Teilflachen.
3 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBSs):
Der Priifling ... Punkte
21 ... stellt den Sachverhalt dar. 2(l)
| .. gibt die Koordinaten an. 1(1)
y
3
2 P c
Angabe der Punkte:
] C(2|2) und D(02)
0 B Xy
AlD 1 2
2.2 ... berechnet das Verhaltnis der Teilflichen. 3(m
2
1 .1 8 4
2 — 2,3 =2 =2
fo,Sx dx = [6x]0 6 3
0
Rote Flache: g
Gelbe Fliche: 4-2=2
Verhaltnis: 1:2
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Aufgabe 3 (Analysis)

Das Unternehmen NORA hat sich fir ein Logo in
der Form des Funktionsgraphen

f(x)=0,25x3+0,5x2-2,75x—3 , x€R

entschieden. Der Designer behauptet, dass die
aulderen Nullstellen der Funktion beide gleich weit

von der mittleren Nullstelle ( — 1 | 0) entfernt lie-
gen.

Nehmen Sie Stellung zu der Aussage des Designers.

6 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):
Der Prifling ... Punkte
3 ... nimmt Stellung zur Aussage des Designers.
Da x = -1 eine Nullstelle der Funktion ist ergibt sich durch Polynomdivision:
(0,25x3+ 0,542 —2,75x —3) : (x +1) = 0,25 x* + 0,25x — 3 4

Und mit der p-g-Formel:

025x%24+025x—3=0=x*4x—-12=0 @x=—4vVvx=3

Der Designer hat mit seiner Behauptung Unrecht, weil
zwischen -4 und -1 weniger Abstand ist als zwischen -1 und 3. 2 (I
[(((D)—-(-4) =3 und3—-(-1)=4]
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Analytische Geometrie
Aufgabe 4 (Analytische Geometrie)

In einem Verkaufsraum soll eine Ecke mit einem dreieckigen Tuch abgespannt werden.

Die Punkte A(4|0]0),B(0[2]|0)und C(0|0]3) sind die Befestigungspunkte fiir das
Tuch.

4.1 Stellen Sie das Tuch in einem Koordinatensystem dar.

2 Punkte

4.2 Fur weitere Berechnungen bendtigt man eine mathematische Gleichung fur die
Ebene, die durch das Tuch gebildet wird.

Berechnen Sie eine Gleichung der Ebene in Koordinatenform.

4 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBSs):
Der Priifling ... Punkte
4.1 ... stellt das Tuch in einem Koordinatensystem dar. 2(l)
z
C-
l +
0 1 BV
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4.2

... berechnet eine Gleichung fiir die Ebene in Koordinatenform.

4 (Il

oG ) )

2 4 3
Das Kreuzprodukt liefert (—1) X ( 0 ) = (6) als Normalenvektor der Ebene
0 -3 4

4 3
- E:3x+6y+4z=12,da<0>*<6> =12
0 4
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Aufgabe 5 (Analytische Geometrie)

Die Flugbahnen zweier Flugzeuge A und B sind gegeben durch die Gleichungen

—200 60 220 30
ga:x = (—700)+t< 60 ) ggix = (—160>+r(—30>
1300 -30 1000 30

Die Komponenten der Vektoren stehen fur Mallzahlen von Streckenlangen in m bzw. von
Geschwindigkeiten in m/s.

Die Parameter t und r stehen flir Mal3zahlen von Zeiten in Sekunden seit Beginn der Be-
obachtung.

5.1 Zeigen Sie, dass sich die Flugbahnen von A und B schneiden.

3 Punkte
5.2 Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunktes.

2 Punkte

5.3 Untersuchen Sie, ob die Flugzeuge A und B in diesem Punkt kollidieren wirden.

1 Punkt
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):
Der Prifling ... Punkte
5.1 ... zeigt, dass sich die Flugbahnen von A und B schneiden. 3(In

9da = 9B

—200 60 220 30
=700 ) +t{ 60 |=|—-160 )+ 1| —-30
1300 -30 1000 30

60t — 30r = 420
60t + 30r = 540
—30t — 30r = =300

120t = 960
60t + 30r = 540
—60t — 60r = —600

120t = 960
—30r = —60

Firt =8 A r = 2 eindeutig l6sbar, da
60-8—-30-2=1420
60-8+30-2 =540

—30-8—-30-2=-300
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5.2 ... berechnet die Koordinaten des Schnittpunktes. 2(l

—200 60 280
(—700) +8- ( 60 ) = (—220) der Schnittpunkt hat die Koordinaten S(280|-220|1060)
1300 -30 1060

5.3 ... untersucht, ob die Flugzeuge A und B in diesem Punkt kollidieren. 1(In)

Dat=8und r=2ist, sind die Flugzeuge zu unterschiedlichen Zeitpunkten an dem
Schnittpunkt und kollidieren deshalb nicht.
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Aufgabe 6 (Analytische Geometrie)

Das Kunstwerk einer jungen Kiinstlerin besteht aus einer Kugel, einer Stromschiene und
einer Lampe, die an dieser Schiene befestigt ist.

Vor der Installation des Kunstwerks soll alles mit einem Koordinatenmodell berechnet
werden. Der Mittelpunkt der Kugel befindet sich im Koordinatenursprung. Die Schiene

wird an den Punkten A( —4| —5| —4) und B(9 |21 22) befestigt, der FuRpunkt der
Lampe im Punkt C(0 | 3| 4).

6.1 Zeigen Sie, dass sich der FuRpunkt der Lampe auf der Stromschiene befindet.

4 Punkte
6.2 Berechnen Sie die Entfernung des Ful3punkts der Lampe vom Mittelpunkt der Kugel.

2 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):
Der Priifling ... Punkte
6.1 ... zeigt, dass sich der FuBpunkt der Lampe auf der Stromschiene befindet. 4 ()
9 9 -4 9 1
gt =(21) o] (21) - (5>] - (21)+¢(2)
22 22 —4 22 2
firt = -9 qilt;
9 1 0
gsiX = (21) +(-9)- (2) = (3) das heif3t die Lampe liegt auf der Schiene zwischen
22 2 4
den Befestigungspunkten, da der Punkt A von B aus fiir t = —13 erreicht wird.
6.2 ... berechnet die Entfernung. 2()

Da sich der Mittelpunkt der Kugel im Ursprung befindet, berechnet man die Lange des

0
Vektors (3)
4
0
3
4

Der FuBpunkt der Lampe hat einen Abstand vom Kugelmittelpunkt von 5 LE.

—VETE=5
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Stochastik

Aufgabe 7 (Stochastik)

Eine Firma fertigt Liegestuhle in zwei verschiedenen Stadten. In der Stadt A werden § ih-
rer Waren hergestellt und der Rest in der Stadt B.

Leider passieren auch Produktionsfehler. So sind % der Liegestuhle aus A und % der
Stuhle aus B defekt.

7.1 Ein Prufer wahlt aus der Gesamtproduktion zufallig einen Stuhl aus.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass der Stuhl defekt ist.

3 Punkte
7.2 Die Firmenchefin wahlt aus der Gesamtproduktion einen offensichtlich defekten
Stuhl aus.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass der Stuhl in der Stadt A hergestellt wor-
den ist.
3 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):
Der Prifling ... Punkte
71 ... berechnet die Wahrscheinlichkeit, dass der Stuhl defekt ist. 3(m
11 4 1 1 4 14 7
510 75100 50 500 500 250

Die Wahrscheinlichkeit einen defekten Stuhl ausgewahlt zu haben betragt ﬁ

... berechnet die Wahrscheinlichkeit, dass der Stuhl in der Stadt A hergestellt wor-

7.2 3 (In

den ist.
PANd) == 5
. _50_5
P ==y =777
250

Die Wahrscheinlichkeit, dass der defekte Stuhl aus A kommt, betragt ; .
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Aufgabe 8 (Stochastik)

Ein Glucksrad hat drei gleich gro3e Sektoren in den Farben rot, grin und blau.
Es wird viermal gedreht.

Die Wahrscheinlichkeiten fir folgende Ereignisse sollen berechnet werden:
A: Es tritt dreimal rot auf.

B: Es tritt mindestens dreimal blau auf.

C: Es tritt héchstens zweimal grin auf.

Geben Sie zu den vorgeschlagenen Losungswegen zur Berechnung der Wahrschein-
lichkeiten die Ereignisse an.

6 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBs):
Der Priifling ... Punkte
8 ... gibt die Ereignisse an.
2 (1\3  [1\* 2(In
+2(;) +(5) 8
1\3 2 1\* 2(In
1-(6) 34+ () )—c
2 (1\3 1(I)
+3(5) —A
4\ (1\3 2\t
(=) (2 1(1
(3) (3) (3) A o
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Aufgabe 9 (Stochastik)

Eine ZufallsgroRe X hat die in der Tabelle gegebene Wahrscheinlichkeitsverteilung:

X; 0 4 8 12 16
1 1 1
P(x:xi) c Z g Z d
mit ¢, d € R.

9.1 Berechnen Sie den Wert flir d, so dass der Erwartungswert dieser ZufallsgréRe
E(X) = 7 betragt.

4 Punkte
9.2 Berechnen Sie den Wert fiir ¢ unter der Voraussetzung, dass d = % ist.
2 Punkte
Kriterielle Beschreibung der erwarteten Leistung (Zuordnung zu den AFBSs):
Der Priifling ... Punkte
9.1 ... berechnet den Wert fiir d. 4 (Il
0 +1 4+1 8+1 12+d 16—7=>d—1
CTYTTE T, - ~8
9.2 ... berechnet den Wert fiir c. 2 ()
+ 1 + 1 + 1 + 1 1 1
—_ - - —_——= = = —
‘T31787178 €T

Seite 76 von 77




Ministerium fir
Schule und Weiterbildung w@ -I-
des Landes Nordrhein-Westfalen 2 B Berufliches Gymnasium

Bildnachweis

Bild 1 (S. 65): Diana Ryll v. 6.2.2015
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